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1. Introduccién

uando en 1964 se me encargd, por parte del Real
Automovil Club de Espana, el proyecto de construc-

cion del primer circuito permanente automovilistico de
Espafa (el del Jarama), contaba yo 27 afos. Tenia ya algu-
na experiencia tanto en carreteras como en carreras; pero
pronto pude comprobar que de poco me servirian pues-
to que, sorprendentemente, ambos mundos tenian pocos
puntos de contacto. Asi que terminé labrando mis propias
herramientas:

« Ante todo, tenia que determinar un trazado por el que
las ruedas de un vehiculo de competicion, en un régi-
men de maximas prestaciones, no sufrieran desliza-
mientos sobre el pavimento.

« A continuacién, habia que relacionar la geometria de la
pista con esa trayectoria.

«  Por ultimo, tuve que desarrollar un modelo de las velo-
cidades alcanzadas por un vehiculo de competicién en
un régimen de maximas prestaciones, ya que las medi-
das de seguridad de un circuito dependen de la veloci-
dad en cada punto de la trayectoria.

Con muy pocas excepciones, el desarrollo de estas he-
rramientas ha estado disperso entre diversos documentos,
la mayoria de los cuales no ha alcanzado difusién alguna.
Y ahora que mi edad alcanza su plenitud, he pensado que
quizas deberia plasmarlos de una manera algo sistemati-
zada, para que otros puedan aprovechar mi experiencia y
avanzar mas en este nicho de la tecnologia viaria que, si
bien es muy especializado, me ha proporcionado compren-
der mejor el mas frecuente funcionamiento de la circula-
cién ordinaria.

Aprovecho, por consiguiente, el amable ofrecimiento
de la Asociacién Técnica de Carreteras, a la que he dedicado
muchas y satisfactorias horas, de contribuir a su difusion.

2. Latrayectoria

Cuando un vehiculo de competicidn discurre por una
trayectoria recta, sus neumaticos no tienen que movilizar
rozamiento transversal alguno para inscribirle en una tra-
yectoria curva: luego sélo actia un rozamiento longitudi-
nal para acelerar y frenar.

A partir de una velocidad dada, para minimizar el tiem-
po por vuelta lo que interesa al conductor es acelerar lo
mas posible, para recorrer lo que le queda de recta a la ma-
yor velocidad posible en cada punto subsiguiente, minimi-
zando el tiempo de recorrido de cada segmento elemental.
Los limites de esta aceleracién son dobles:

« Las posibilidades del vehiculo para transmitir la poten-
cia de su motor a las ruedas: lo que se llaman las pres-
taciones del vehiculo, que son caracteristicas de éste. A
este tema se dedica el Capitulo 4 de este documento.

« Las posibilidades de las ruedas para transmitir el empu-

je generado por el motor al pavimento, a través de un
mecanismo de rozamiento rodante. Los avances de la
tecnologia de los neumaticos de competicidn, que son
determinantes para lograr este objetivo, combinados
con la mayor presion sobre el pavimento que propor-
cionan los dispositivos aerodindmicos que se emplean,
permiten movilizar en la mayoria de los casos unos
coeficientes de rozamiento ampliamente suficientes’

(del orden de 2,0 y aun mas) para que sean las presta-

ciones del vehiculo las que representan una limitacion

de la aceleracién.

Cuando el vehiculo se acerca a una curva que habra de
ser recorrida a una velocidad inferior a la de aproximacion
a ella en recta, habra de intervenir una deceleracién, por la
accién de los frenos. Aunque teéricamente es posible movi-
lizar un rozamiento limite que tenga a la vez componentes
longitudinales y transversales?, y la destreza de los pilotos
sea capaz de controlar esta inestable situacién, suponer
que esta frenada tiene lugar donde la trayectoria es toda-
via recta no introduce una desviacion excesiva respecto de
la realidad, y ademas permite simplificar algo los de por si
complicados célculos que se exponen mas adelante.

A partirdelfinal de la frenada (y de la recta), el conductor
gira el volante hasta alcanzar el minimo radio de curvatura
que corresponde a esa curva; silo gira a velocidad constan-
te3, el vehiculo describira una clotoide. Durante ese interva-
lo de espacio y tiempo, el vehiculo sélo estara retenido por
su motor, cuyo acelerador estara en principio cerrado. Para
caracterizar esta fase, durante el otofio de 1963 realizamos
unos ensayos en la carretera (entonces casi abandonada y
muy poco frecuentada) que hoy se llama M-115, de la N-II
a la Base aérea de Torrejon. Por medio de un conjunto de
cronometradores de la Federacién Espaiola de Automovi-
lismo, se registraron los tiempos de pasada de un Porsche
956 de mi amigo Isaac Espinosa, retenido sélo por el motor
a partir de diversas velocidades. La conclusién que se sacé
fue que la fase de retencién abarca un recorrido muy corto,
del ordende 10 - 15 m.

En el punto de maxima curvatura el radio serd R (m) y, si
el peralte es p (%), la velocidad V (km/h) compatible con la
movilizacion de un rozamiento transversal f, esta dada por
la conocidisima férmula

V= [127R| 21
100

Sélo hay que estimar el valor de f; aplicando el mismo
razonamiento que para el rozamiento longitudinal, suelo
utilizar el valor 2,0; pero se cambia con facilidad si la expe-
riencia demuestra otra cosa.

' Posiblemente la Gnica excepcion sea el momento de la salida, en el
que el vehiculo estd parado.
2 Ligados por la clasica formula eliptica.

3 Se puede admitir en primera aproximacion.
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Figura 2-A.

No interesa que el radio R abarque una zona larga,
puesto que mientras se mantenga el mismo radio no se
puede acelerar. Para que la recta siguiente a esa curva
sea recorrida en menos tiempo, interesa que se reduzca
a un punto la circunferencia (clotoides de vértice) y que
se acelere lo mas posible en la muy larga clotoide de sa-
lida, de manera que se llegue a su final (tangente de sa-
lida) y se entre en la recta siguiente a la mayor velocidad
posible. Una vez mas, los limites de esta aceleracion son
dobles:

« Las posibilidades del vehiculo para transmitir la po-
tencia de su motor a las ruedas: lo que se llaman las
prestaciones del vehiculo, que son caracteristicas de
éste.

- Las posibilidades de las ruedas para transmitir el em-
puje generado por el motor al pavimento, a través
de un mecanismo de rozamiento rodante. Al princi-
pio de la aceleracioén, la presencia de un importante
rozamiento transversal previene la movilizaciéon de
todo el rozamiento longitudinal®; pero en la mayo-
ria de los casos la resistencia al deslizamiento es am-
pliamente suficiente para que sean las prestaciones
del vehiculo las que representen una limitacién de la
aceleracion.

De esta manera la trayectoria se esquematiza como
una reiteraciéon cerrada de elementos sucesivos (Fig.
2-A), formados cada uno por:

+ Una recta, en cuya parte final se realiza la frenada.
Para ello se parte de la velocidad en la curva y se re-
trocede.

« Una clotoide de entrada de unos 10 - 15 m de lon-
gitud, recorrida a la velocidad correspondiente a su
radio minimo R. Su desarrollo angular es

L

@, (rad) = R

siendo L (m) la longitud de la clotoide.

« Una clotoide de salida que parta de ese radio mini-
mo y recoja el resto del desarrollo angular de la curva:
con estas dos condiciones queda perfectamente de-
terminada.

3. Coémo disponer la pista

A diferencia de lo que ocurre en una carretera, en la que
la trayectoria del vehiculo se cifie a la forma del carril por
el que circula, en una pista de carreras el vehiculo ocupa,
dentro de la anchura de ésta, la posicidn transversal que
mas le conviene a su conductor para reducir al minimo el
tiempo de recorrido, siempre que su trayectoria no se acer-
que a menos de 1 m del borde de la pista®. Existe asi una
“trayectoria mas rapida” dentro de una pista dada, cuya de-
finicion® suele constar de alineaciones rectas y circulares (el
mundo del automovilismo deportivo no presta atencion a
las clotoides): si, pero... ;como relacionar la una con la otra?

En vez de empefiarme en optimizar la trayectoria den-
tro de una pista dada, resolvi el problema al revés: partien-
do de una trayectoria, dispuse una pista de anchura d alre-
dedor de ella, de manera que sus bordes quedaran a una
distancia f de la trayectoria.

Esto da origen a tres casos basicos:

a) Latrayectoria tiene forma de S: una recta de longitud T,

ala que se llega mediante una clotoide de parametro A,,

y de la que se sale mediante otra clotoide de parametro

A, y sentido de giro inverso (Fig. 3-A). Si llamamos a (rad)

al dngulo que forma la recta de la trayectoria con los bor-

des de la pista, es facil comprobar la condicién de que la
trayectoria pase a una distancia f de los bordes:

(d—2f)cosa = |_T: +(x,+x, )+ 2-f-.s’enrz]fg a-(y,+y,)

Segun que los puntos de minima distancia de la trayec-
toria a uno de los bordes de la pista estén o no dentro
de la correspondiente clotoide, las definiciones de x e
y varian.

En el primer caso, denominando 1 a la distancia del
citado punto al de curvatura nula:

1=Av2a
L b ) L.Jm
_— )& ‘
i i o " - i (JE] L[—l)‘[Jc_()J.m
N T @A) T 10 T eI 29)!
l 3 .l." llhv.‘
) A A 1y A ] .
z (48] ‘FJ , {ﬁ.l (V&) (&) i)
53 B @i 3 @ U @ies)eisn

4 Estan ligados por la clasica férmula eliptica.

5 Esto lo sugeria el Anexo O al Cédigo Deportivo Internacional... de
entonces, que se ocupaba de la medicién de la longitud de las pis-
tas. La versién actual se ha replegado sobre el eje o punto medio
de la pista: cosa que no es de extraiar, a la vista de las complicacio-
nes matemadticas expuestas en este documento.

6 Alo largo del eje o centro de la calzada.
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Si uno de esos puntos de minima distancia de la trayec-
toria a uno de los bordes de la pista esta mas alla de la
correspondiente clotoide, dentro de una circunferencia
cuyo radio es R”:

L=A—-
R
&)
C(L— >
1 5 1 diel
(-1)'| A
1 2 2 |5 - (e
i..: '\-‘?’ - \:?' - (J;J .l—l}{JG_KJ I
LR T @A) VT T @)
(LY (LY &%
o I ) W) () (0e)
2 3 42 7 (4a+3H211) 3 42 T (4431 21-1)1

X, =X —Rsen ¢
AR=y, —R{l-cosq; )
x=X,+Rsen ¢

v=(R+AR)-R{l-cos¢)

Conviene cerciorarse de que el nUmero de términos que
se toman en los desarrollos en serie proporciona una
precision suficiente.

En la practica, se puede dar algun caso en el que uno
de los puntos de minima distancia de la trayectoria a
uno de los bordes de la pista se halla sobre otra clotoi-
de, situada al otro lado de la circunferencia de radio R.
La construccion de una figura equivalente a la Fig. 3-A,
y la deduccién de las correspondientes ecuaciones, no
presentan dificultad; pero no se han incluido aqui.

La ecuacién que expresa la condicion de paso de la
trayectoria a una distancia f de los bordes se resuelve
rapidamente por tanteos en a o en ¢ seguin el caso, em-
pleando Excel u otro programa similar.

b) La trayectoria consta de una recta de longitud T,

suficientemente larga, a la que se llega mediante una
clotoide de salida, de pardmetro A1,y de la que se sale
mediante otra clotoide de entrada, de pardametro A2.
El giro en ambas clotoides, al recorrerlas, es del mismo
sentido. En este caso los bordes de la pista son parale-
los a la recta; y el borde mas lejano de la trayectoria es
el que corresponde al lado hacia donde se desarrollan
las clotoides.

Se supone que, mediante los algoritmos descritos en los
casos a) o b), se han determinado dos parejas de bordes
rectos de la pista. Las correspondientes partes rectas de
la trayectoria definen un vértice V, en el que se forma en-
tre ellas un dngulo de giro w (rad). La distancia entre el
origen de coordenadas® y la interseccion entre las dos
partes rectas de la trayectoria la llamaremos T (Fig. 3-B).

Figura 3-B.

En correspondencia con este vértice hay una pareja de
clotoides de vértice: una de entrada y otra de salida,
mucho mas larga. Se trata de encajar unos bordes, esta
vez circulares concéntricos de separacion d, el interior
de los cuales pasa a una distancia f de un punto P de la
trayectoria.

Por el lado de la clotoide de mayor longitud®, cuyo pa-
rametro es A, el punto Q de la clotoide determina el
borde recto'. Las coordenadas del vértice estan deter-
minadas, y valen

_ Ttg o—x,tg o, +Y¥o

Xy
tg o—tg a,

Xy —X

g| % 5

y la ecuacidn de la bisectriz del angulo que se forma en
V sera

7" Tiene que haber en la trayectoria una circunferencia de longitud
no nula. Es entonces ¢>a,.

8 Elorigen del sistema de coordenadas esta en el punto de curvatura
nula de la clotoide, y su eje de abscisas corresponde a la tangente
en éste.

° Que suele ser la de salida.

10 Mediante los algoritmos descritos en los casos a) o b).
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En el punto P de la clotoide en el que la distancia en-
tre la trayectoria y el borde interior es minima'’, la tan-
gente a la trayectoria forma un angulo a, con el eje de
abscisas. A partir de ese dngulo se pueden calcular las
coordenadas x, ,y, como en el caso a). La ecuacion de
la normal a la clotoide en P serd

Xp —X
tg a,

Y=¥p+
La normaly la bisectriz se cortaran en el punto C:

®
(¥p —¥v)+xp-cotga, ~x‘.~cotg(aq - ~2—J

Xo = =
cotg e, —cotg{czQ +7J

La distancia entre Cy P sera
el ).
send,
mientras que la distancia entre Cy V sera
Xy —X¢

@
sen| ag pie—
2

CV=

La distancia de C al borde recto interior sera
CS=CV-cosw—(d-f)

y para que la circunferencia tangente a ese borde interior
en el punto S pase a una distancia f del punto P, ha de ser
Este sistema de ecuaciones se resuelve por tanteos en
a,, empleando Excel u otro programa similar.

CS=CP-f

Puede haber otras configuraciones en las que la trayec-
toria “toque” a los bordes formando configuraciones algo
mas complicadas que las descritas; pero pueden ser resuel-
tas en cada caso aplicando los mismos principios. Aqui no
se incluyen para no complicar excesivamente el texto.

4. Las prestaciones
4.1. La ley de empujes

En una ya lejana publicacion'? de 1976, desarrollé un
modelo del movimiento de un vehiculo de competicion en
una rasante horizontal y en condiciones de prestaciones
maximas, a partir de una ley de empujes - velocidades de-
ducida con las siguientes hipdtesis:

- Si la velocidad es nula (al arrancar), \' el empuje es

igual al méximo: f.

- Al alcanzar la velocidad méxima en llano V__, ya no
queda empuje para acelerar: f=0.

« Entre los dos extremos anteriores, la ley de empujes -
velocidades es hiperbélica, de la forma siguiente

0.9

0.8

0.6

fify 03

Figura 4-A.

f_(1-B)b
f, 1-Bb
siendo
bzl_L
\Y

y £, y B unas constantes propias del vehiculo (Fig. 4-A).
4.2. Laley de tiempos

Sustituyendo el empuje dado por la ley anterior en la
ecuacion diferencial del movimiento del vehiculo en un
plano con inclinacién i (%)
siendo M la masa (kg) del vehiculo, y g la aceleracion de la
gravedad (m/s?), se obtiene la ecuacion diferencial que rela-

LAY L S
dt M 100

ciona la velocidad V alcanzada (a través de b) con el tiempo
transcurrido t:
En el articulo de 1976 sélo traté del caso de la rasante
horizontal (i = 0); en otro posterior' traté el caso general,
Vi dbe . £ (1-B)b i

X s/ S o ol

36 d¢ M 1-Bb 100

gue se resume a continuacion. Definiendo un pardmetro
auxiliar propio del vehiculo y de la rasante

L
100

" Eigualaf.

12 Estudio de las prestaciones de un vehiculo de competicion.
Revista de Obras Publicas, enero de 1976.

'3 Un modelo de las méaximas prestaciones de un vehiculo. Revista Rutas
n° 66 (1998).
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Figura 4-B.

la ecuacion diferencial queda asi

£y

M _ 1-Bb

3,6 S100( b
£ | by
M

Integrando a partir del reposo (t = V = 0), se obtiene
la ley que relaciona la velocidad alcanzada con el tiempo
transcurrido:

100 b-b
—ﬁ-t:ﬂ(l—bh (1-Bb, yin ="
7

Por ejemplo, en el articulo de 1976 se daban datos para
el vehiculo MATRA 670, que gand en 1972 las 24 horas de
Le Mans (Fig. 4-B):

- V_. =310km/h

- B=0,60

e f /M =21,38N/kg

. b0 =0,0337 parai=3%

4.3. Laley de recorridos

Recordando que

W VAo Y] 1oy 2

dt 3,6 ds 36 s

siendo s (m) el camino recorrido, la ecuacién diferencial de-
sarrollada en el apartado anterior se convierte en

£, b i
—'(l—B)' —g—
(1-b)ﬂ+ M 1-Bb_"100 _,,

dS vaéx i
3,6

Figura 4-C.

que se transforma en

i
200 ds

NEE
3,6

1-b,)(1-Bb,
:[3-[1-z:n}+(|-3-b.,)]+3{b-bnl—+bn}

Integrando a partir del reposo (t = V = 0), se obtiene
la ley que relaciona la velocidad alcanzada con el camino
recorrido (Fig. 4-C):

gl
—%-s={1+B{(l—b,,)—ﬂ}{l-z:)+(1—b[, }(1- B, yin2=be
() |

Provistos de estas ecuaciones, y conociendo algunos
datos de prestaciones reales (en llano) como pueden ser el
tiempo invertido en recorrer 400 o 1000 m a partir del re-
poso, o el tiempo necesario para acelerar de 0 a 100 km/h,
ademas de la velocidad maxima en llano, se pueden deter-
minar las constantes propias del vehiculo By f /M.

En el articulo de 1998, para dimensionar carriles de
aceleracion, se estudiaron las prestaciones maximas de un
vehiculo de turismo Seat Sxi, de 100 CV de potencia'y 180
km/h de velocidad maxima. Ademas, se estudiaron otros
cuatro vehiculos, llegando a las siguientes conclusiones
para ellos:

« Aproximadamente es

2
i — VMA'X
M 79

« Bvaria poco, entre 0,5y 0,6.
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